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I 問１ （以下 C,C ′ は任意定数。）

(1) 同次形の微分方程式 y′ =
3( yx )

2 − 4( yx )
3

2 y
x − 3( yx )

2
で z = y

x とおく。
2z − 3z2

z2 − z3
dz =

1

x
dx の両辺を積分して

z2 − z3 = C ′x を得た後 z = y
x を代入してxy2 − y3 = C ′x4.

(2) ベルヌーイの微分方程式 y′ − 1
xy = −3xy2 なので　 z = 1

y とおいて式変形すると (xz)′ = 3x2. こ

れを解き z = 1
y を代入して y =

x

x3 + C
.

(3) 特性方程式 s2 + 3s+ 3 = 0 の解が s = − 3
2 ±

√
3
2 i であることから求める解は

y = e−
3
2x(C sin

√
3

2
x+ C ′ cos

√
3

2
x).

(4) y1 = a sinx + b cosx を与式に代入すると (2a − 3b) sinx + (3a + 2b) cosx = sinx. よって

a = 2
13 , b = − 3

13 となるので特殊解は y1 = 2
13 sinx − 3

13 cosx. 一般解は同次方程式 (3) の解との和

として　y = e−
3
2x(C sin

√
3
2 x+ C ′ cos

√
3
2 x) + 1

13 (2 sinx− 3 cosx).

II 問１ ∇φ = (1, 1, 6z), ∇×A = (−2x2y, 2xz2 + 12xz, 4xyz), ∇ ·A = 6z2.

問２ z > 1 の曲線 C は r(x) = (x, 0, 5 − x2), −2 < x < 2 と書け，
dr

dx
= (1, 0,−2x) よりこの部分

の弧長 L1 は L1 =

∫ 2

−2

∣∣∣∣drdx
∣∣∣∣ dx =

∫ 2

−2

√
1 + 4x2dx.

微分公式を使うと L1 = 2

∫ 4

0

√
1 + t2

dt

2
=

1

2
(4
√
17 + log(

√
17 + 4). 他方，z = 1 となる C の部分

の弧長は 4 なので全弧長は 2(2 +
√
17) + 1

2 log(
√
17 + 4).

問３ B = (6xz2 − 1, 2x2yz − 1,−x2z2 − 6z) で，Gaussの定理より
∫∫

S

B · ndS =

∫∫∫
V

∇ ·BdV .

他方，∇ ·B = 6z2 − 6 を使って，
∫∫∫

V

∇ ·BdV =

∫ 5

1

6
[
π(5− z)(z2 − 1)

]
dz. s = z − 1 とする

と =

∫ 4

0

6π(8s+ 2s2 − s3)ds = 256π.

III 問１ 極は z = 3（1 位），z = −2（3 位），z = 1（2 位）。　また，R(z) と f(z) が同じ場所に同

じ位数の極をもつ理由は，指数関数 eπiz が複素平面全体で極と零点いずれも持たないため。

問２ Res(f, 3) = lim
z→3

(z − 3)R(z)eπiz = αe3πi= −α,

Res(f,−2) =
1

2
lim

z→−2
{(z + 2)3R(z)eπiz}′′ = 1

2
· 6i(πi)2e−2πi= −3π2i,

Res(f, 1) = lim
z→1

{(z − 1)2R(z)eπiz}′ = lim
z→1

(−2zeπiz)′ = −2(eπi + πieπi)= 2(1 + πi).

問３ 曲線 C 内にある極は z = 1, 3 だけなので，留数定理から　
∫
C
f(z) dz = 2πi{Res(f, 1) +

Res(f, 3)} = 2πi(−α+ 2+ 2πi) で同様に
∫
C
R(z) dz = 2πi{Res(R, 1) + Res(R, 3)} = 2πi(α− 2). こ

こで C の向きは共に反時計回りとしている。以上から α = 2 + πi.

IV 問１ y =
√
stと変数変換し, ラプラス変換の積分を書き換え

∫∞
0

e−x2

dx =
√
π
2 を用いて題意を

得る。

問２ y =
√
stと変数変換し, ラプラス変換の積分を書き換え

∫∞
0

e−x2

dx =
√
π
2 を用いて題意を得る。

問３ 問 2 の g(t) に G(t) を適用出来ることを確かめ, 問 2 で証明した式を用いて L[G(t)](s) =
1
sL[G

′(t)](s) = 1
s
√
s+1

(s > 0) を得る。




