
令和 3年度 (10月期入学)及び令和 4年度　金沢大学大学院自然科学研究科　博士前期課程入学試験

解　答　例
専攻名 数物科学専攻（物理学コース）（一般選抜・外国人留学生特別選抜）

試験科目名 専門科目　　物理学 P. ( 1／ 4 )

I

問 1 おもりの座標：(x, y) = (x0 + ℓ sin θ,−ℓ cos θ)

問 2 おもりの速度：(ẋ, ẏ) = (ℓ cos θ · θ̇, ℓ sin θ · θ̇)

問 3 運動エネルギー T とポテンシャルエネルギー U は

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
mℓ2θ̇2,

U = mgℓ(1− cos θ)

問 4 系のラグランジアン Lは

L = T − U =
1

2
mℓ2θ̇2 −mgℓ(1− cos θ)

もしくは，L = T − U だけでも良い。

問 5
d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0 より mℓ2θ̈ +mgℓ sin θ = 0。よって，θ̈ = −g

ℓ
sin θ

問 6 この場合のおもりの速度は (ẋ, ẏ) = (ẋ0 + ℓ cos θ · θ̇, ℓ sin θ · θ̇) となり，運動エネルギーは

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
mℓ2θ̇2 +

1

2
m(2ℓ cos θ · θ̇ · ẋ0 + ẋ0

2)

また，U は問 3のものと同じであるから，この系のラグランジアンは

L =
1

2
mℓ2θ̇2 +

1

2
m(2ℓ cos θ · θ̇ · ẋ0 + ẋ0

2)−mgℓ(1− cos θ)

問 7
d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0 と近似式より θ̈ = −g

ℓ
sin θ − cos θ

ℓ
ẍ0 ≃ −g

ℓ
θ − ẍ0

ℓ

問 8 前問の微分方程式に，x0 = A sinωt を代入すると下式が得られる。

θ̈ = −ω2
0θ +

ω2A

ℓ
sinωt

ただし，ω0 =
√
g/ℓである。上式は強制振動の式なので，初期条件を入れて解くと下式が得られる。

θ(t) =
Aω3

ℓω0(ω2 − ω2
0)

sinω0t+
Aω2

ℓ(ω2
0 − ω2)

sinωt
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II

問 1 (1) 　∇ ·E (r，t) = 0

(2) 　 ex, ey, ez を x, y, z方向の単位ベクトルとして

∇×E (r，t) = kz (−exE0y + eyE0x) cos (kzz − ωt)

あるいは

∇×E (r，t) = kzez ×E0 cos (kzz − ωt)

(3) 　∇2E (r，t) =
∂2

∂z2
E0 sin (kzz − ωt) = −E0k

2
z sin (kzz − ωt)

問 2 与えられた公式とマクスウェル方程式を使うと

∇× (∇×E) = ∇∇ ·E −∇2E = −∇2E = − ∂

∂t
∇×B = −ε0µ0

∂

∂t

∂E

∂t

=⇒ ∇2E = ε0µ0
∂2E

∂t2

これに電場の式を代入することにより k2z = ε0µ0ω
2 となることがわかる。

問 3 位相速度：
ω

kz
=

1
√
ε0µ0

問 4 ky, kz と ωの関係：k2z + k2y = ε0µ0ω
2

問 5 与えられた公式を用いるとEC は

EC (r，t) = E0 {sin (kyy + kzz − ωt) + sin (−kyy + kzz − ωt)} = 2E0 sin (kzz − ωt) cos kyy

境界条件 (y = ±dでEC = 0)を要請すると

ky =
1

d

(π
2
+ nπ

)
ただし，n = 0, 1, 2, ....

という条件式が導かれる。このときの最小値は ky =
π

2d
である。

問 6 角振動数がある値より小さいと，kz が虚数になり電磁波は z方向へ進行しない。問 4と問 5の結果を

用いると，最小の ky で決まる ωは

ω =
1

√
ε0µ0

π

2d
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III

問 1 (1) (b) logZ

(2) F = −kBT logZ であるから

d

dT

(
F

T

)
= −kB

d

dT
logZ = −kB

dβ

dT

d

dβ
logZ =

1

T 2

d

dβ
logZ

上式を問 1(1)の結果に代入することにより

Ē = −T 2 d

dT

(
F

T

)

問 2 (1) Z =

∞∑
n=0

exp[−ϵn/(kBT )] =
∞∑

n=0

1 · exp[−nh̄ω/(kBT )] =
1

1− exp[−h̄ω/(kBT )]

(2) F = −kBT logZ = kBT log(1− exp[−h̄ω/(kBT )])

(3) 問 1(2)と問 2(2)を用いて

Ē = −T 2 d

dT

(
F

T

)
= −T 2 d

dT
(kB log(1− exp[−h̄ω/(kBT )])

= h̄ω
exp[−h̄ω/(kBT )]

1− exp[−h̄ω/(kBT )]
=

h̄ω

exp[h̄ω/(kBT )]− 1

問 3 (1) 3次元波数空間における球殻の微小体積 4πk2dkを考えると，波数空間における振動子の数密度

は 2 · L3

(2π)3 であるから，振動子の数は 2 · L3

(2π)3
· 4πk2dk =

L3

π2
k2dk となる。

(2) 題意より，L3 D(ω) dω =
L3

π2
k2dk。また，ck = ωより c dk = dωであるから，

D(ω) dω =
ω2

π2c3
dω =⇒ D(ω) =

ω2

π2c3

(3) 題意より，ϵ(ω) dω = Ē ·D(ω)dω =
h̄

π2c3
ω3

eh̄ω/(kBT ) − 1
dω。よって，

ϵ(ω) =
h̄

π2c3
ω3

eh̄ω/(kBT ) − 1

(4)
c

λ
= ν =

ω

2π
を用いると，λ≫ hc/(kBT )は h̄ω/(kBT ) ≪ 1 となる。また，問 3(3)の結果に対

して ex ∼ 1 + x (0 < x≪ 1)の近似式を用いると

ϵ(ω) dω ∼ kBT

π2c3
ω2 dω

さらに，ω = 2πc/λ， |dω| = (2πc/λ2)|dλ|であるから，

u(λ) dλ =
kBT

π2c3
· (2πc)

2

λ2
· 2πc
λ2

dλ =
8πkBT

λ4
dλ ∝ λ−4

よって，u(λ)は λのマイナス４乗に比例することがわかる。
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IV

問 1 Ĥ =
1

2M
p̂2 + V (r) = − h̄2

2M
∇2 + V (r)

問 2 シュレディンガー方程式は下式のように書ける。[
− h̄2

2M

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

2Mr2
L̂

2
+ V (r)

]
R(r)Y (θ, ϕ) = ER(r)Y (θ, ϕ)

これに，L̂
2
Y (θ, ϕ) = ℓ(ℓ+ 1)h̄2Y (θ, ϕ)を使うと[

− h̄2

2Mr2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+
ℓ(ℓ+ 1)h̄2

2Mr2
+ V (r)

]
R(r)Y (θ, ϕ) = ER(r)Y (θ, ϕ)

角度依存部分は Y (θ, ϕ)に限られることから，両辺を Y (θ, ϕ)で割ることにより[
− h̄2

2Mr2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+
ℓ(ℓ+ 1)h̄2

2Mr2
+ V (r)

]
R(r) = ER(r)

問 3 波動関数が規格化可能であるためには r = 0でR(r)は有限でなくてはならない。このためにはχ(0) = 0

が必要である。

問 4 r < aでの R(r)が満たす方程式は − h̄2

2Mr2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
R(r) = ER(r)となる。

R(r) =
χ(r)

r
とおくと，χ(r)の満たす微分方程式は

d2

dr2
χ(r) = −2ME

h̄2
χ(r)となり，その一般解は

χ(r) = A sin

(√
2ME

h̄
r

)
+B cos

(√
2ME

h̄
r

)
となる。

境界条件として χ(0) = 0を課すと，B = 0となることがわかる。また，χ(a) = 0より，nを自然数

として

√
2ME

h̄
a = nπが得られる。これより，エネルギー固有値は E =

π2h̄2n2

2Ma2
となる。

問 5 Y (θ, ϕ)は定数なので波動関数は Aを規格化定数として ψ(r, θ, ϕ) =
A

r
sin

(√
2ME

h̄
r

)
と書ける。

定数 Aを決める規格化条件は
∫
ψ2(r, θ, ϕ)r2dr sin θdθdϕ = 4π

∫ a

0

χ2(r)dr = 1となり，

2πaA2 = 1が得られる。問4のエネルギー固有値を使うと，波動関数はψ(r, θ, ϕ) =

√
1

2πa

1

r
sin
(πn
a
r
)
。

問 6 θ′ = π − θ，ϕ′ = ϕ+ π。

問 7 空間反転を 2回繰り返すと元に戻るから P̂2 = 1で c2 = 1。これより，c = ±1。


